Teorie k pocetni casti

Matematika 3, 2024 /25
vytah teorie ze cviceni

Rady

Definice. Necht {a,} je posloupnost reélnych &sel. Symbol Y > | a,, nazyvame nekoneéna fada. Pro
m € N definujeme m-ty Easteény soudet fady > -, a, jako

m
Sm = E a;.
n=1

Soucet Fady > . an je limy, o0 Sm, pokud tato limita existuje. Soucet Fady budeme znacit jako
> e Gn-

Rada )7 | a, konverguje, je-li jeji soucet redlné &islo. V opaéném pripadé fikame, Ze fada diverguje.
Konvergenci zna¢ime zkracené K a divergenci jako D.

Plati:

aceRad 2 a, K, pak > 2 aa, Kad 2 aan=ad 2 an.

n=1
domeran Kad 22 by K, pak 3707 (an +bp) Kad 02 an + 3007 by = 300 (an + bn)
Véta 7.1 (Nutnd podminka konvergence). Necht fada Y 7 | a,, konverguje. Pak lim,_,~ a, = 0.

Véta 7.2 (srovnavaci kritérium = SK). Necht > 7 a, a Y o2 by, jsou dvé fady spliwjici 0 < a,, < by
pro kazdé n € N. Pak plati:
(i) o1 bn K = 3702 a4, K
(i) dzian D = 32,6, D
Véta 7.3 (limitni srovnavaci kritérium = LSK). Necht Y >° , a, a ) -, by, jsou Fady s nezapornymi ¢leny
spliujict
Gn

lim — =ce€ (0,00).

n—oo by, o

o D
Zan K < an K.
n=1 n=1

Pak

e Y™ " ITK < Jq/<1
e > n%log’n K = ((a<—-1,€R)V(a=—1,8<—1))

navod na vybér > >, b, pro (L)SK (odkaz)

Véta 7.6. Necht o € R. Pak
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https://www.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/materialy/rady-s-zk.pdf

Véta 7.7 (Leibnizovo kritérium). Mé&jme fadu >~ ;(—1)"a,. Necht plati
® a4y > apyq pro kazdé n € N,
e lim, .o a, =0.

Pak > >, (—1)"a, K.

Véta 7.4 (Cauchyovo odmocninové kritérium). Necht Y > | a,, je Fada s nezdpornymi ¢leny.

(a) Jestlize plati
dq € (0,1) Ing e NVn e Nyn > mg: {/a, < q,

tak fada y | a, konverguje.
(b) limsup /a, <1 = Y 7 a, K
(¢) limp oo an <1 = > ° 1 a, K
(d) limsup /a, >1 = > °,a, D
(e) limyyoo /an >1 = > .° a, D
Véta 7.5 (d’Alembertovo podilové kritérium).

(a) Jestlize plati

dq € (0,1) Ing e NVn € N;n > ny: dntl <g,
n
pak fada > 7 | a, K.
(b) lim sup GZ—II <l = Y ,a, K
(c) im = <1 = >°% a4, K
(d) lim aZ—:l >1 = limy,y00 an = 00 tedy Fada > o2 ap D

Véta 7.8. Necht Y 7 |a,| K. Paki) 2 ay K.

Definice. Rada )" 7 | a, je absolutné konvergentni, pokud je fada Y - | |a,| konvergentni. Je-li fada
konvergentni ale neni absolutné konvergentni, fikime, Ze je neabsolutné konvergentni.

Fakta/navody:

e Y™ " 'K < Jq/<1

e >® n%log?n K = ((a<—-1,B€R)V(a=—1,8<—1))
Rady typu Yoo (—=1)"ay, lze Fesit bud Leibnizem, pomoci Véty 7.8 nebo dle Véty 7.1.
Jak ovérit monotonii:

e dokézat, ze by4+1 — by < 0 nebo b’g—:l pro kazdé n € N a nezépornou posloupnost, pak {b, } nerostouci

e pokud b, = f(n), ukazat, Ze f je monoténni na [0,00) - vySetfime pomoci derivace
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Z prvniho roku:

1\" log(1
lim <1+> —e, lim 80F2)
n

n—o0 z—0 T
Podobné limity - x je v zdkladu mocniny i v exponentu - se fesi pomoci triku

ab _ €bloga7

Heine a VoLSF (viz niZe)...

Véta (Heine - polovina). Necht ¢, A € R* a pro realnou funkei f plati lim, . f(x) = A. Bud {z,}72,
posloupnost prvki z definiéntho oboru funkce f takova, ze Vn € N : x,, # ¢ a lim,—« x,, = ¢. Potom plati
limy, 00 f(zy) = A.

Véta (VoLSF). Bud ¢, D, A € R*  ajsou f a g funkce. Necht plati, ze lim,_,. g(z) = D alim,_,p f(z) =
A. Necht plati alespon jedna z podminek:

(P) 3> 0 Yz € Plen) : glx) £ D,
(S) f jespojita v D.
Pak plati lim, . f(g(x)) = A.

Véta (O posloupnosti s kladnymi ¢leny). Necht {a,}>2; je posloupnost kladnych realnych ¢isel a n € N.
Potom plati:

o lim, oo & = A — lim,, 00 an = A,

an

aZ“ <1 = limy_soay =0,

n

o lim, o

o lim, o0, = A = lim, o0 0, = A" = limy, 00 Y = /A,

Vzorce:
e a3 — b = (a—b)(a® + ab+ b?) (vhodné pro /A — v/B apod.)

e @’ +b®=(a+0b)(a® —ab+b?)

obecné:

A"—B" — (A_B)(An71+AanB+AnfSB2_'_' X ._i_AQanZ}_‘_AanQ_i_anl) — (A—B) (2221 Ankakfl)I

(A+ By = A7 4 (A" 1B 4+ () A2 4 4 B = Sp, () A"

e cos(nm) = (—1)" pro kazdé n € N
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Linearni algebra

Symbol K zna¢i mnozinu R nebo C.

Definice. Necht (V,+,-) je vektorovy prostor a U C V,U # (). Pak U je vektorovy podprostor
prostoru V, pokud je tzv. uzavien na operace + a -, tedy pokud plati

o VuveU:u+velU,
e VaecK, VueU:a-uel.

Definice. Je-li (V,+,-) vektorovy prostor nad K a m € N uy,...,um € V, A,..., A € K, pak vektor
ALcur e+ Ay,

nazyvame linearni kombinace vektord uy, ..., u,,. Pokud jsou vSechna \; rovna nule, pak jde o triv-
ialni linearni kombinaci, v opa¢ném piipadé o netrivialni linedrni kombinaci. Linearni kombinaci
prazdné mnoziny vektorti rozumime nulovy vektor.

Definice. Necht (V,+,-) je vektorovy prostor, m € Na uy,...,u, € V. Rekneme, 7e vektory wuy, ..., umnm
jsou linearné zavislé, pokud existuje jejich netrivialni linearni kombinace, jez je rovna nulovému vektoru.
Pokud vektory uq,...,u, nejsou linearné zavislé, pak rikime, Ze jsou linearné nezavislé. Rekneme, 7e
mnozina M C V je lineArné& nezavisla, jestlize libovolna m-tice po dvou rtiznych vektori z M je linedrné
nezavisla.

Poznamka. Nékdy se pouzivd: LN = linedrné nezavisla.

Definice. Je-li (V,+,-) vektorovy prostor nad K, m € N a uy,...,u, € V, pak linearni obal vektort
ULy .oy U J€

ling{u1,...,um} ={v € V: v je linearni kombinaci vektor wuy, ..., um}.

Definice. Necht (V,+,-) je vektorovy prostor a B C V. Rekneme, 7e B je baze prostoru V, jestlize
mnozina B je linearné nezavisla a V' = ling(B).

Poznamka. Pokud ling(B) = V, tak fikime, ze B generuje prostor V. Plati tedy, Ze pokud je B LN a
generuje V', tak je bazi prostoru V.

Véta 10.1.
(i) Kazdou linearné nezavislou podmnozinu vektorového prostoru lze doplnit na bazi tohoto prostoru.
(ii) Kazdy vektorovy prostor mé béazi. Pocet prvkii baze je urcen jednoznalné.

Definice. Pocet prvki baze budeme nazyvat dimenze prostoru V. Dimenzi V znacime dim V. Necht
V' je vektorovy prostor nad K. Je-li dimV < oo, fekneme, zZe V je koneénédimenzionalni. Je-li
dim V = 400, mluvime o nekone¢nédimenzionilnim vektorovém prostoru.

Véta 10.2. Necht V je vektorovy prostor dimenze n € N nad K.
(i) Jsou-li vy,...,v, € V LN vektory ve V, pak mnozina {v1,...,v,} je baze prostoru V.

(ii) Pokud pro vy,...,v, € V plati ling{v1,...,v,} =V, pak mnozina {v1,...,v,} je baze prostoru V.
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Linearni zobrazeni, jaddro a obraz:

Definice. Necht U,V jsou vektorové prostory nad K. Pak zobrazeni L: U — V je linearni, pokud
o Vuj,us € U: L(uj + ug) = L(uy) + L(ug)
e VacKVueU: L(a-u) =a- L(u).

Véta 10.3. Necht U a V jsou vektorové prostory nad K, L: U — V necht je linearni zobrazeni. Potom
plati:

(i) Ker L je vektorovy podprostor U.
(ii) Im L je vektorovy podprostor V.
(iii) dimU = dimKer L 4+ dimIm L.
Véta 5.18 z 2. semestru. Zobrazeni f: R" — R" je linearni pravé tehdy, kdyz existuje A € M(n x n)
takova, ze
Vu € R": f(u) = Au.
Determinant:

Definice. Necht A je matice typu nxn s realnymi prvky. Matici A;; rozumime matici typu (n—1) x (n—1),
kterd vznikne z A vynechanim i-tého fadku a j-tého sloupce.

Definice. Necht A = (aij)i=1,..n j=1,..n. Pak determinant matice A definujeme takto:

=1
det A = b , n
S (1) a; det A, no> 1

Pro det A budeme téZ pouzivat symbol

a1l a2 ... Qinp
asr a22 ... Q92p
an1 Qp2 ... Qpn

Véta 5.8 z 2. semestru. Necht A € M(n x n).
(i) Necht matice A’ vznikne z A vyménénim dvou radkii mezi sebou. Pak det A’ = —1det A.

(ii) Necht matice A’ vznikne z A tak, ze v A jeden fadek vynésobime realnym ¢islem A, pak plati
det A’ = Adet A.

(iii) Necht matice A’ vznikne z A tak, Ze A-nasobek jednoho fadku pfictu k jinému radku (tj. provedeme
tieti radkovou elementéarni tpravu), pak det A" = det A.

Véta 5.9 z 2. semestru. Pro A € M(n xn),j € {1,...,n} plati

det A = Z(—l)”jalj det Azy
=1
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Véta 5.10 z 2. semestru. Je-li A € M(n x n) je horni (resp. dolni) trojihelnikova matice, pak

det A= a1l -agy - vt Apn -

Kvadratické formy:

Definice. Pokud pro A € M(n x n) plati A = AT, pak je A symetricka.
Je-li A € M(n x n) symetricka, pak ¢: R” — R dana piedpisem ¢(u) = u” Au je kvadraticka forma
reprezentovana matici A.

Definice. Kvadraticka forma ¢: R™ — R je

e pozitivné definitni (PD), pokud

Vu € R™ u#0: o(u) >0,

e negativné definitni (ND), pokud

Vu € R, u+# 0: o(u) <0,

pozitivné semidefinitni (PSD), pokud

Vu € R": p(u) >0,

e negativné semidefinitni (NSD), pokud

Yu e R": p(u) <0,

indefinitni (ID), pokud
Ju,v € R™: p(u) >0 A p(v) <O0.
Véta 10.4. Necht A = (aij)i=1,... n,j=1,..,n je diagonalni. Pak plati:
e A je pozitivné definitni, pravé kdyz a;; > 0 pro kazdé i =1,...,n,

e A je negativné definitni, pravé kdyz a; < 0 pro kazdéi=1,...,n,

e A je pozitivné semidefinitni, pravé kdyz a;; > 0 pro kazdé i = 1,...,n,
e A je negativné semidefinitni, pravé kdyz a; < 0 pro kazdé i =1,...,n,
e A je indefinitni, pravé kdyz existuji 4,5 € {1,...,n} takova, ze a;; > 0,a;; <O0.

Definice. Symetrickd tprava matice A € M(n x n) = uprava aplikovana na fadky A a nasledné
tataz aprava aplikovana na sloupce A. Symetricka transformace matice A = konecné posloupnost
symetrickych tprav.

Lemma 10.7.
i) Je-li A € M(n x n) symetrickd a C € M(n x n), pa je opét symetricka.
) Jeli Ae M trickd a C € M k CACT je opét tricka
(ii) Symetricka transformace zachovava symetrii matice.

Véta 10.9. Necht A € M (nxn) je symetrickd matice a necht B € M (nxn) vznikne z A pomoci symetrické
transformace. Pak matice A je pozitivné definitni (resp. negativné definitni, pozitivné semidefinitni,
negativné semidefinitni, indefinitni), pravé kdyz B je pozitivné definitni (resp. negativné definitni, . . . ).
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Véta 10.10. Necht A € M(n x n) je symetrickd matice. Pak ji lze symetrickou transformaci prevést na
diagonalni matici.

Véta 10.11 (Sylvestrovo kritérium). Necht A = (aij)i=1,... n,j=1,..n je symetrickd matice. Pak matice A
je

pozitivné definitni, pravé kdyz pro kazdé k € {1,...,n} plati

ailp ... Qi
> 0;

a1 ... Qgk

negativné definitni, pravé kdyz pro kazdé k € {1,...,n} plati

ail ... Qig
(-1)*| - >0
ag1 ... Gk
e pozitivné semidefinitni, pravé kdyz pro kazdou k-tici prirozenych cisel 1 < iy < -+ < ip < n, k €
{1,...,n} plati
Qiyiy -0 Qg
> 05
Qipiy -0 Qigiy
e negativné semidefinitni, pravé kdyz pro kazdou k-tici prirozenych &isel 1 < iy < -+ < i < n, k €
{1,...,n} plati
Ajyqy - -0 Qiygy
(-1 > 0;
Qipiy oo Qiggy

Vlastni ¢isla a vektory:

Definice. Necht A € M(n xn). Rekneme, ze A € C je vlastni &islo matice A, jestlize existuje nenulovy
vektor x € C" takovy, ze Ax = Az. Vektor x pak nazyvame vlastnim vektorem matice A prislusnym
k vlastnimu ¢islu A.

Véta 10.12. Necht A € M(n x n).
(i) Prvek A € C je vlastnim ¢islem matice A, pravé kdyz det(AI — A) = 0.
(ii) Matice A ma nejvyse n riznych vlastnich ¢isel.

Definice. Necht A € M(n xn). Funkce A — det(AI — A) se nazyva charakteristicky polynom matice
A. Vzhledem k tvrzeni (i) pfedchozi véty definujeme nasobnost vlastniho ¢isla matice jako nasobnost
tohoto ¢isla jakoZzto kofene charakteristického polynomu.

Véta 10.13. Necht A € M(n x n) je symetrickd. Pak jsou jeji vlastni ¢isla realna.
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Véta 10.15. Necht A € M(n x n) je symetricka. Pak plati:

e A je pozitivné definitni, pravé kdyz jsou v8echna jeji vlastni ¢isla kladné,

A je negativné definitni, pravé kdyz jsou vSechna jeji vlastni ¢isla zédporna,

A je pozitivné semidefinitni, pravé kdyz jsou vSechna jeji vlastni ¢isla nezaporna,

A je negativné semidefinitni, pravé kdyz jsou vSechna jeji vlastni ¢isla nekladna,

A je indefinitni, pravé kdyz ma kladné vlastni ¢islo i zaporné vlastni ¢islo.

Taylortiv polynom

Definice. Necht f je funcke a a € R a f mé v bodé a vlastni n-tou derivaci. Pak polynom

1

n!

T]%(x) = f(a) + f'(a)(z — a) + %f”(w)(x —af +-+ —fP(a)(z —a)"

nazyvame Taylorav polynom funkce f v bodé a fadu n.

Lemma 9.1. Necht n € N, @ je polynom stupné < n a lim;_,, L@ — (. Pak @ je nulovy polynom.

(z—a)"

f(@)=T1*(x)

Véta 9.2. Necht n € N, a € R a funkce f mé v bodé a vlastni n-tou derivaci. Potom lim,_,, @)

0.

Véta 9.3 (o jednoznacnosti). Necht n € N a € R, funkce f ma v bodé a vlastni n-tou derivaci a P je
polynom stupné nejvyse n spliujici
:Ilrlg}z (x —a)”

Potom P = T*.

Definice. Necht f a g jsou funkce, a € R*. Rekneme, ze funkce f je v bodé& ¢ malé o od g, piSeme
f(z) = o(g(x)),r — a, jestlize plati

Lemma 9.4. Necht a € R*.
(i) Jestlize f1(z) = o(g(z)),z — a a fo(x) = o(g(z)),x — a, potom f1(z) + fo(x) = o(g(x)),x — a.
(ii) Jestlize fi(z) = o(g1(x))2 = a a fa(z) = 0(g2(x)), x — a, potom f1(z)f2(x) = o(g1(2)g2(2)),z — a.

(iii) Jestlize fi(z) = o(g(x)),x — a a fa je nenulova na jistém prstencovém okoli bodu a, potom

fi(@) fa(z) = o(g(2) f2(2)), 2 — a.

(iv) Jestlize f(z) = o(g1(z)), z — a a existuje vlastni lim,_,, 91(z)

g2(z)’

potom f(x) = o(g2(x)),z — a.

(v) Jestlize f(x) = o(g(x)),z — a a h je omezena na jistém prstencovém okoli bodu a, potom h(x)f(x) =
o(g(x)),z — a.

(vi) Jestlize m,n e NU{0},m <n a f(z) =o((z — a)"),z — a, potom f(z) =o((x —a)™),xz — a.
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Véta 9.5. Necht a,b € R*, f(y) = 0(9(y)),y — b,lim,;_,q p(z) = b a existuje § € R,§ > 0 takové, ze
Va € P(a,d): p(z) #b.

Potom f(¢(z)) = o(g((2))), z — a.
Véta 9.7 (znamé rozvoje). Pro kazdé k € N plati:

° TgXp’O(a:) = 1+1‘+%z2—|—-~+ %xk,

in,0 in,0 _ _
o ToM 1 (x) =T5" (2) =2 — Ja® + Fab + -+ (1) P b2l

o Ty (x) = Ty (a) = 1= ga® + gt o+ (=1 g™,
° T,iog(lﬂ)’o(a:) =7 — %x2 + %m?’ + -t (—1)’“‘1%3:"“,

o TV @) = (§) + (Dw+ o+ (S)2k, kde a € R, (§) =1, () = Alat=fomitl)

Lokalni extrémy
Definice. Funkce f nabyva v bodé a ostrého lokdlniho maxima, pokud
36 > 0Vy € B(z,9),x £ y: fly) < f(z).
Funkce f nabyva v bodé a ostrého lokdlniho minima, pokud
36 > 0Vy € B(z,9),x #y: fly) > f(x).

Definice. Bod a € R", v némz plati V f(a) = 0 nazyvame stacionarni bod funkce f.
Definice. Je-li G C R” oteviend mnozina, a € G a f € C'(G), pak gradient funkce f v bodé& a je

vektor 3 3 5
Vf(a) = <89{1 (a),aq‘i (a),...,&i (a)).

Definice. Necht G C R" oteviena mnozina a a € G, f € C%(G). Pak definujeme Hessovu matici

0 f
V2 f(a) = < )
8:61895]' i=1,...,n;5=1,....n

Véta 10.1. Budiz f € C*(G),a € G a necht a je stacionarni bod funkce f. Potom plati:

e V2f(a) ND = a je bod ostrého lokdlniho maxima funkce f.
e V2f(a) PD = a je bod ostrého lokalniho minima funkce f.

e V2f(a) ID = a neni bodem lokalniho extrému funkce f.
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